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Matematica e suas Tecnologias

Capitulo II

Ensino Médio

Logica e argumentacio:
da pratica a Matematica

Argumentacao

Voc¢ ja pensou no que existe em comum entre
uma propaganda de certo produto na televisio,
um artigo do editorial de um jornal e um debate
entre dois politicos? Essas situacdes podem
parecer bem diferentes, mas, se vocé analisar com
cuidado, vera que, nos trés casos, basicamente,
tenta-se convencer uma ou mais pessoas de
determinada idéia ou teoria.

Os criadores do comercial procuram convencer o
publico de que aquele produto ¢ melhor do que o
de seus concorrentes. O jornalista que escreve um
artigo defende seu ponto de vista sobre um
acontecimento do dia anterior e procura
convencer os leitores de que suas idéias sdo as
mais corretas. J& cada um dos politicos tenta
mostrar aos eleitores que possui melhores

condi¢des de ocupar determinado cargo publico
do que seu adversario.

Mas como convencer alguém, ou n6s mesmos, de
que determinada idéia &, de fato, correta? E
necessario que sejam apresentados fatos que
justifiquem aquela idéia. Esses fatos sdo chamados
de argumentos. Eles devem ser bem claros, ter
uma relagdo légica entre si, de tal maneira que a
idéia considerada seja uma conseqiiéncia natural
dos argumentos apresentados.

Nem sempre, porém, isso ocorre. Muitas vezes, a
argumentacdo ndo ¢ feita de modo consistente e o
resultado ¢ que aquela idéia acaba nio sendo
aceita pelas outras pessoas. Observe o exemplo a
seguir:

Quer dizer que

vocé feve que
atender um

cliente até mais
tarde na loja?

Figural

Vocé acha que o argumento utilizado pelo marido para justificar seu atraso esta consistente?
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Capitulo II — Logica e argumentacdo: da pratica a Matematica

Vocé ja percebeu o quanto a argumentacéio ¢
importante no dia-a-dia das pessoas? Observe que
utilizamos argumentos para convencer nosso
chefe de que merecemos um aumento, para
convencer nossa namorada, ou namorado, a ir ao
cinema quando ela, ou ele, preferia ficar em casa,
e em diversas outras ocasides. De uma boa
argumentacio pode mesmo depender o resultado
de uma entrevista para se conseguir um novo
emprego.

Mas afinal como a matematica se relaciona com
tudo isso? Ja discutimos que a capacidade de

argumentar ¢ uma habilidade extremamente
importante ao ser humano. Ora, os resultados de
uma teoria matematica s6 sdo aceitos mediante
uma argumentacio rigorosamente correta. £ o que
os matematicos chamam de demonstracio.
Assim, no estudo da matematica, as regras do
raciocinio l6gico devem ser muito bem
conhecidas e analisadas, o que leva ao
aprimoramento de nossa capacidade de
argumentar, mesmo em situagoes fora da
matematica.

Observe a historia abaixo:

Minha cama
é quente e
confortdvel.

Juninho, venha
me ajudar

i !
La fora “\com as compras!

é 0 caos.

Figura 2
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A expressio utilizada por Juninho (CQD- como
queriamos demonstrar) foi “emprestada” da
Matematica. Ela normalmente ¢ usada ao final de
uma demonstracdo, quando os argumentos
expostos ja sdo suficientes para comprovar a
afirmacao que foi feita inicialmente.

Assim, o menino fez duas afirmacdes, querendo
dizer que na sua cama o ambiente esta tranqiiilo,
aconchegante e fora dela a situacdo ¢ ruim,
confusa. Neste instante, a mée grita, pedindo
auxilio com as compras. Ora, como alguém pode
preferir guardar compras a uma cama quente e
confortavel? Para Juninho, essa ¢ uma prova de
que 1a fora ¢ o caos. Por isso, na sua opinido,
aquele era um argumento que demonstrava suas
afirmacdes iniciais.

Muitas vezes, na vida real, usamos apenas um fato
para demonstrar que nossas idéias sdo
verdadeiras. Em certas ocasides isso ¢ aceitavel,
em outras nao.

Observe os exemplos abaixo:

e Nio disse que aquele time ndo era bom? Apods 25
jogos, ele foi derrotado no ultimo domingo.

¢ Nio disse que aquele politico era desonesto? Foi
comprovado pela policia seu envolvimento com
o crime organizado.

As duas argumentacdes baseiam-se em apenas um
fato. Em sua opinido, qual dos argumentos é o
mais razodvel?

No ambiente cientifico, porém, as regras sdo bem
mais rigidas. Uma afirmacio ndo pode ser
comprovada baseando-se em apenas um fato. E
esse rigor estd muito presente na matematica, de
onde tiraremos varios exemplos analisados neste
capitulo. Observe o didlogo abaixo:

Paulo: Todo numero elevado ao quadrado ¢
igual ao seu dobro.

Claudia: Como vocé pode comprovar isso?

Paulo: Veja sd: o quadrado de 2 ¢ 2’ =4eo0
dobro de 2 também ¢é 4.

Encontre um exemplo que mostre que a primeira
afirmacgdo feita por Paulo é falsa.

Ensino Médio

Esta vendo? Neste caso pode até ter sido facil
encontrar um exemplo mostrando que a afirmacgédo
acima néo ¢ verdadeira. Observe que o quadrado
de3é32=9,masodobrode3é

2Xx3=6.

Existem outros casos, porém, em que certo
comportamento pode ser observado em muitos
numeros diferentes, o que nos da vontade de dizer
que ele ocorre com todos os numeros. Cuidado!
Em Matematica, analisar apenas alguns exemplos
nio ¢ suficiente para comprovar uma propriedade,
pode no maximo nos dar uma “pista” de que
aquela propriedade possa ser verdadeira.

Vamos mostrar um outro exemplo, para ressaltar
ainda mais a importancia desse fato:

Considere trés retas r, s e t que se cruzam num
tnico ponto P. E possivel que r e s sejam
perpendiculares e, ao mesmo tempo, r e t sejam
perpendiculares?

(Lembre que retas perpendiculares sido
aquelas que se cruzam formando angulos retos,

como mostra a Figura 3.)

Figura 3




Capitulo II — Logica e argumentacdo: da pratica a Matematica

Tente pensar nesse problema antes de ler a
solucdo. Uma boa dica é utilizar modelos para
representar as retas como, por exemplo, trés
canetas, colocando-as em diferentes posicoes e
observando se, em alguma delas, uma das
canetas fica perpendicular, ao mesmo tempo, as
outras duas.

Ao tentar resolver esse problema, Carlos nio
utilizou modelos: foi fazendo diversos desenhos,
imaginando a situacdo sugerida no enunciado. No
entanto, depois de desenhar as retasre s
perpendiculares, nunca conseguia uma posi¢cdo
para a reta t, de tal modo que ela também ficasse
perpendicular a r. Observe alguns desses
desenhos:

Muitos desenhos depois, sempre sem sucesso,
Carlos finalmente concluiu: “Néo ¢ possivel
obtermos trés retas r, s e t nas condi¢des do
problema. Os desenhos anteriores comprovam essa
conclusio.”

Ao utilizar apenas desenhos, Carlos ndo
visualizou todas as situacdes possiveis para as
retas. Com as canetas, vocé enxergou
possibilidades diferentes das de Carlos? Vocé
concorda com o argumento utilizado em sua
conclusdo?

Dias depois, olhando uma caixa de sapatos, Carlos
finalmente visualizou uma solugéo para o
problema: conseguiu enxergar, sobre a caixa, trés
retas que se cruzavam em um ponto e eram
perpendiculares entre si!

Figura 4

Figura 5

Se vocé ndo encontrou a solucdo do problema com
as canetas, pegue uma caixa com o Mmesmo
formato de uma caixa de sapatos e tente
encontrar a solucdo de Carlos para o problema.
Na Figura 5, vocé encontra uma caixa parecida
com a utilizada por Carlos. Observe as retas 7, s e ¢
que passam por trés arestas da caixa.
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Note que Carlos, em seus desenhos, ndo Entdo ndo se esqueca: embora no nosso dia-a-dia

considerou a possibilidade das trés retas nio facamos isto em algumas situagdes, em matematica
estarem no mesmo plano. Assim, mesmo que nio devemos generalizar uma afirmacéo

fizesse muitos desenhos, ndo conseguiria baseando-nos em apenas alguns exemplos, sem
visualizar a soluc¢do do problema. Entéo, sua buscar uma comprovacio daquele fato por uma
argumentacdo inicial estava invdlida do ponto de demonstracdo que englobe todas as possibilidades.

vista matematico: ele tirou uma concluséo
baseando-se apenas em alguns desenhos, que ndo
representavam todas as possibilidades.

QI Desenvolvendo competéncias

- 1. Observe os sequintes cdlculos efetuados entre niimeros impares:

44

1+1=2 3+3=6
1+3=4 3+5=8
1+5=6 5+5=10

A partir apenas dos cdlculos efetuados acima, vocé pode concluir que sempre que somamos
dois niumeros impares, obtemos como resultado um niumero par? Por qué?

2. Num torneio de basquete, seis equipes enfrentam-se entre si, num total de cinco rodadas.
Se uma equipe vencer todas as suas partidas, é automaticamente declarada camped. Caso
contrdrio, as duas equipes com maior numero de vitdérias disputam uma final para decidir
a camped. A tabela abaixo mostra a posi¢cdo de cada equipe, apds a realizacdo de trés

rodadas:

1
I
i
v
|4
VI

W N IO |~

N O |~ |~ N

~

Tabela 1

Pelas regras do torneio e pela andlise da tabela pode-se afirmar que a:

a) equipe V serd a camped do torneio.

b) final do torneio serd entre as equipes III e IV ou entre as equipes IV e V.
c) equipe V é a unica que pode ser a camped sem ter de jogar a partida final.
d) equipe I ndo pode mais ser a camped do torneio.
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Desenvolvendo competéncias

No ultimo més, o consumo de energia elétrica na residéncia de Jorge, apontado na conta de
luz, teve um aumento significativo, subindo de 150 para 270 kWh. Como aparentemente
ndo havia motivo para tal aumento, Jorge comecou a desconfiar que o problema pudesse
ser da companhia fornecedora de energia elétrica. Por isso, ele decidiu perguntar aos seus
vizinhos se eles tinham tido problema semelhante ultimamente. A Tabela 2 mostra o que
cada vizinho respondeu:

1 220 210
2 100 330
3 180 210
4 230 360
5 90 250
6 200 160
7 180 410
Jorge 150 270
Tabela 2

1. Em quantas das 8 casas da rua de Jorge houve aumento do consumo de energia elétrica do
més de marco para o més de abril?

2. Das residéncias onde houve aumento do consumo, em quantas esse aumento foi maior
do que 100 kWh?

3. Utilizando como argumento os numeros da tabela acima, vocé diria que a companhia
fornecedora de energia elétrica:

a) certamente é a responsdvel pelo aumento do consumo de energia nas casas da rua de
Jorge.

b) provavelmente é a responsdvel pelo aumento do consumo de energia nas casas da rua
de Jorge.

c) provavelmente ndo tem relacdo com o aumento do consumo de energia nas casas da rua
de Jorge.

d) certamente ndo tem relacdo com o aumento do consumo de energia nas casas da rua de
Jorge.

4. Jorge vai solicitar a companhia fornecedora de energia elétrica que verifique se hd
algum problema com a instalagdo elétrica de sua rua, que possa explicar o aumento do
consumo de energia em algumas casas. Para isso, ele deve preencher um formuldrio,
fazendo uma pequena justificativa de seu pedido. Escreva, em no mdximo trés linhas, essa
justificativa, dando argumentos que convencam a companhia da necessidade de enviar um
técnico a rua de Jorge.
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Silogismos

Observe a frase abaixo, sobre a campanha de
vacinacio contra a paralisia infantil:

A vacina contra a Paralisia Infantil vai estar
disponivel nos postos de saude até o dia 31
de agosto. Todas as criancas com menos de
cinco anos de idade devem tomar a dose.

Fonte: http://www.saude.sc.gov.br

Flavia possui dois filhos: Pedro, de 7 anos, e
Amanda, de 3 anos.

Considerando as afirmacdes acima, o que Fldvia
pode concluir? Ela deve levar seus dois filhos a
um posto de saude?

Como voc¢ pode notar no exemplo acima, ¢ muito
comum, a partir de duas ou mais afirmacdes,
tirarmos conclusdes sobre um determinado
assunto. Quando, porém, essas conclusdes sao
validas? Em outras palavras, sera que existem
maneiras que nos ajudem a decidir se a conclusio
obtida realmente era uma conseqiiéncia necessaria
das afirmacdes iniciais?

A resposta ¢ sim: dentro daquilo que os
matematicos chamam de raciocinio formal, existem
regras claras para decidir se um argumento ¢ ou
néo valido. E muito util trabalharmos alguns
exemplos disso, que nos ajudem a melhorar nossas
argumentacoes e a ndo aceitar certas
argumentagdes completamente sem fundamentos.

Lembre-se sempre, porém, de uma coisa: a nossa
vida cotidiana nio exige tanta precisdo quanto a
matematica. Em algumas situagées do dia-a-dia,
certos raciocinios, embora ndo sejam
rigorosamente corretos, sdo plenamente aceitaveis.

Observe o exemplo:

e Julio foi almocar trés sextas-feiras seguidas
em um restaurante que foi inaugurado
recentemente perto de seu trabalho. Nas trés
vezes, acabou passando muito mal do
estdomago. Concluiu que a comida do
restaurante nio lhe fazia bem e decidiu que
ndo almocaria mais naquele lugar.

Ensino Médio

Embora, do ponto de vista matemadtico, a
argumentacdo de Julio ndo esteja rigorosamente
correta (ndo podemos generalizar uma conclusdo
a partir de apenas trés observagdes), vocé tomaria
a mesma atitude que Julio? Por qué?

Note que o fato de Julio ter passado mal
justamente nos trés dias em que almocou la
poderia ser uma coincidéncia. Como, porém, nio
se tratava de uma comprovacéo cientifica, baseada
em argumentos rigorosos, Julio preferiu néo se
arriscar e ndo voltou mais ao restaurante.

Vamos tentar agora obter uma conclusio
baseando-nos em argumentos rigorosos.

Observe este exemplo:
¢ Toda ave tem penas.
® As garcas sio aves.

Que conclusdo pode-se tirar a partir das duas
afirmacoes acima?

Bem, se vocé respondeu que “as garcas tém penas”,
entdo acertou. Se vocé néo tinha chegado a essa
concluséo, tente pensar por que ela esta correta.

Note ainda que, no caso de Julio, a conclusio era
bem provavel, mas ndo era necessariamente
verdadeira. J& nesse exemplo, considerando as
duas afirmacdes iniciais, a concluséo ¢
obrigatoriamente verdadeira.

Este tipo de argumentacio, composta de duas

afirmacdes e uma conclusio, ¢ conhecida como

silogismo e foi muito estudada pelos filésofos

gregos.

Observe agora o seguinte silogismo:

¢ Todos os carros da marca X tém direcao
hidraulica.

e Alguns carros da marca Y tém direcio
hidraulica.

Logo, alguns carros da marca X sdo da marca Y.

Note que a conclusdo do silogismo é certamente
invdlida, pois um carro ndo pode ser ao mesmo
tempo de duas marcas. Explique, nesse caso, por
que, considerando as duas afirmacdes iniciais, a
conclusdo ndo é necessariamente verdadeira.
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Observe agora este outro exemplo:

A direcdo de uma empresa decidiu que somente os
funciondrios que trabalham h4 mais de 10 anos na
firma tém direito de solicitar ao setor de
beneficios empréstimo para compra de casa
propria. O funciondrio mais antigo do
departamento de compras trabalha na empresa ha
7 anos.

Se o Sr. Odécio trabalha no departamento de
compras, pode-se concluir que:

a) dentre os funcionarios do departamento de
compras, somente o Sr. Odécio nio tem direito
de solicitar empréstimo para compra de casa
propria.

b

—

somente os funcionarios do departamento de
compras nao tém direito de solicitar
empréstimo para compra de casa propria.

c) nio é possivel saber se o Sr. Odécio tem direito
de solicitar empréstimo para compra de casa
propria, pois ndo sabemos ha quanto tempo ele
trabalha na firma.

d) o Sr. Odécio e todos os demais funcionarios do
departamento de compras ndo tém direito de
solicitar empréstimo para compra de casa

propria.

=

Na realidade, temos trés afirmacdes iniciais e
queremos, a partir delas, tirar uma concluséo:

1. Somente funcionarios com mais de 10 anos na
empresa tém direito de solicitar empréstimo para
compra de casa prépria.

2. Nenhum funciondrio do departamento de
compras tem mais de 10 anos na empresa (pois o
mais antigo tem 7 anos).

3. 0 Sr. Odécio trabalha no departamento de
compras.

Usando as informagoes 2 e 3, concluimos que o
Sr. Odécio trabalha na empresa ha menos de 10
anos. Entdo, usando a informacéio 1, concluimos
que ele ndo tem direito a solicitar empréstimo
para compra da casa propria.

Note ainda que, usando as informacdes 1 e 2,
podemos concluir que nenhum funcionario do
departamento de compras tem direito de solicitar
empréstimo para compra de casa propria. Assim,
concluimos que a alternativa correta ¢ d.

Vamos analisar também a alternativa b. Pelo
enunciado, ndo podemos afirmar com certeza se
a afirmacéo esta correta, pois podem existir
outros funcionarios com menos de 10 anos na
empresa que nio trabalham no departamento de
compras e, portanto, ndo tém direito de solicitar
empréstimo para compra de casa prdopria. Sendo
assim, a afirmacio ndo pode ser considerada
correta.

IOI Desenvolvendo competéncias

1. Numa escola particular, 20 das suas 100 vagas sdo reservadas a alunos que, por se
destacarem nos estudos, ndo pagam mensalidade. Metade desses alunos participam do
time de futebol da escola. A partir dessas informacoes, pode-se concluir que:

a) Pelo menos 10 alunos da escola fazem parte do time de futebol.

b) Todos os integrantes do time de futebol da escola ndo pagam mensalidade.

c) Alguns alunos que pagam mensalidade fazem parte do time de futebol.

d) Metade dos integrantes do time de futebol ndo pagam mensalidade.
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{OI Desenvolvendo competéncias

O diagrama abaixo (Figura 6) mostra a distribuicdo dos alunos de uma escola de Ensino
Meédio nos cursos optativos que sdo oferecidos no periodo da tarde:

48

Figura 6

Ensino Médio

T: curso de teatro

F: curso de fotografia

D: curso de danca

Note que o diagrama mostra, por exemplo, que apenas 1 aluno freqiienta os trés cursos ao
mesmo tempo e que 31 alunos ndo freqiientam nenhum dos cursos optativos.

1. Devera ser entregue um aviso por escrito a todos os alunos que freqlientam mais de um curso
optativo. Assim, o numero de alunos que recebera o aviso ¢ igual a:

d) 1

2. Os numeros de alunos matriculados nos cursos de teatro, de fotografia e de danca séo,

a) 30 b) 13
respectivamente:
a) 10, 12 e 8 b) 11,7 e9

c) 16, 18 e 20

d) 21,19 e 17

Diagramas e problemas numericos

Na atividade 4, nds utilizamos diagramas para
representar as quantidades de alunos que
freqlientavam cada um dos cursos optativos
oferecidos pela escola. Vamos agora, usando
diagramas, resolver outros problemas envolvendo
quantidades numéricas.

A associacio de moradores de uma comunidade
conseguiu verba para melhorar o centro de
cultura e lazer existente em sua sede. Decidiu-se,
entdo, fazer uma consulta aos membros da
comunidade, para definir a melhor maneira de
aplicar o dinheiro.

Cada uma das 250 familias recebeu uma ficha com
a seguinte pergunta: “Quais das opg¢des abaixo a
sua familia considera importantes para o centro
de cultura e lazer de nossa comunidade?” As
opcoes de resposta eram:

e construcdo de um espaco de recreacio e pratica
de esportes para criangas

e construcdo de uma sala para leitura e realizacio
de palestras

¢ nenhuma das duas

Os dados da pesquisa, que foi respondida por

todas as familias, foram organizados na tabela
abaixo:

espaco para
recreacdo e 111

esportes sala para

. 183
leitura e palestras

nenhuma das duas 24

Tabela 3
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Um lider comunitario, ao observar a Tabela 3
anterior, perguntou se muitas familias se
interessaram tanto pelo espaco para recreacio e
esportes quanto pela sala de leitura, pois,
dependendo da quantidade,

eles poderiam pensar em adiar a compra de um
computador para a associacdo, que estava
programada, e construir as duas coisas.

A partir dos dados da tabela, ¢ possivel identificar
quantas familias se interessaram pelas duas obras,
quantas apenas pelo espaco para recreacdo e
quantas apenas pela sala de leitura?

Pode ser que, fazendo apenas algumas contas,
vocé consiga responder a questdo acima. Mas e se
a pesquisa fosse mais complexa e o questionario
envolvesse trés opcoes, por exemplo?

Por isso, ¢ bastante util representarmos o
problema acima com diagramas. Observe a
Figura 7. Nela, F ¢ o conjunto de todas as
familias, R ¢ o conjunto das familias que optaram
pelo espaco de recreacdo e L o das que optaram
pela sala de leitura. Quais familias estariam
representadas na regido quadriculada do
diagrama?

Figura 7

Observe que a regido quadriculada na figura
pertence tanto ao conjunto R quanto ao L e por
isso ¢ reservada as familias que optaram pelas
duas obras, pois isso era possivel na pesquisa.
Dizemos que essa regido corresponde a
interseccdo dos dois conjuntos.

Ha ainda uma regido reservada as familias que
nio se interessam por nenhuma das duas obras

(dentro de F, mas fora de R e fora de L, ou seja,
dentro do retingulo, mas fora dos dois circulos).

Para preenchermos o diagrama com dados
numéricos, devemos comecar pela regido de
intersec¢do, pois as outras regides dependem dela.
Como nédo conhecemos, no nosso problema,
quantas familias estdo nessa regido, chamamos
esta quantidade de x.

H4 111 familias que optaram pelo espago para
recreacdo. Destas, x também optaram pela sala de
leitura. Entdo, 111 - x sdo as que optaram
apenas pelo espaco para recreacdo. Com o mesmo
raciocinio, concluimos que 183 - x optaram
apenas pela sala de leitura. Como 24 nio se
interessaram por nenhuma das duas obras, nosso
diagrama fica:

F
R L

24
Figura 8

Como ha 250 familias na comunidade, a soma das
quantidades das quatro regides deve ser igual a
250. Obtemos, entdo, a seguinte equacgio:

(111 - x) + x + (183 - x) + 24 = 250

318 - x = 250

-X =- 68

X = 68

Com isso, concluimos que 68 familias estdo
interessadas pelas duas obras. Somente pelo
espago para recreaco, existem 111 - 68 = 43

familias interessadas. Somente pela sala de leitura,
sdo 183 - 68 = 115 familias interessadas.

Note que a soma 68 + 43 + 115 + 24 deve ser
igual ao total de familias, ou seja, 250.
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1. O Grdfico 1 mostra uma pesquisa realizada com 500 pessoas sobre o seu hdbito de

50

leitura dos jornais I e II:

350
300 286
242

250 A
200 4
150 -
100 4

50 27

0l I

Léem o jornal | Léem o jornal Il Né&o Iéem nenhum
dos dois

Grafico 1

A partir dos dados do grdfico, pode-se concluir que o numero de entrevistados que
habitualmente léem os jornais I e Il é igual a:

a) 44 b) 55 c) 63

d) 71

2. Uma academia de gindstica, apds a inauguracdo de sua piscina, ofereceu mais dois cursos
a seus freqiientadores: hidrogindstica e natagdo. 52 pessoas inscreveram-se na hidrogindstica
e 47 na natacdo. Constatou-se que 7 pessoas inscreveram-se nos dois cursos. Entdo, o
numero de pessoas que se interessaram por pelo menos um dos novos cursos é:

a) 106 b) 99 c) 92

d) 85

Implicacao

1. A frase abaixo foi retirada de uma propaganda
veiculada em um jornal de grande circulacio e
diz respeito a uma grande festa promovida por
uma empresa:

SE VOCE NAO CONSEGUIU INGRESSO PARA A
FESTA DESTE ANO,

TENTE ENCARAR PELO LADO BOM:

VOCE DANCOU

As pessoas que ndo conseguiram ingresso, ndo
puderam ir a festa deste ano. Sendo assim, a
palavra “dancou” foi utilizada na propaganda
com qual significado?

Note que existe uma relacdo entre dois fatos

mencionados na propaganda: SE vocé ndo
conseguiu ingresso, ENTAO dancou. Esta ¢ uma

relagdo de causa e conseqliéncia (também
chamada de causa e efeito):
CAUSA — ndo conseguiu ingresso
CONSEQUENCIA — dangou

Em matematica, esta relacdo ¢ conhecida como

implicacdo e ¢ representada pelo simbolo:
=

Poderiamos representar nosso exemplo da
seguinte maneira:

ndo conseguiu ingresso = dancou

2. Vamos analisar agora um outro exemplo de

implicacdo. Suponha que vocé chegue a sua casa e
observe que a rua esta molhada.

A partir desse fato, vocé pode concluir que choveu
na sua casa naquele dia?
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Note que a sua rua pode estar molhada
porque algum cano de agua se rompeu ou
alguém estava regando as plantas do jardim.
Entéo, ndo ¢ possivel afirmar com certeza
que choveu naquele dia.

Pensando sobre essa situacdo, observe as duas
implicacdes abaixo:

1) Se chove, entdo a rua fica molhada.

2) Se a rua esta molhada, entdo choveu.

As duas implicagdes acima tém o mesmo
significado?

Repare que, apesar de serem muito parecidas (a
implicacio 2 é a implicagio 1 invertida), as duas
frases ndo tém o mesmo significado. A unica coisa
que fica garantida com a primeira frase ¢ que, no
caso de ocorrer chuva, a rua ficara molhada. O
contrario, porém, nio é necessariamente
verdadeiro. Como ja vimos, a rua pode estar
molhada sem que tenha chovido.

Inverter uma relacio de implicacdo ¢ um erro
bastante comum em argumentacdes, que nio deve
ser feito. Existe, no entanto, uma maneira
equivalente de escrevermos uma implicagéo,
muito utilizada em matematica, que iremos
discutir a seguir.

3. Observe a questdo abaixo:

O prefeito de uma cidade declarou a imprensa
que, se forem contratados mais médicos para o
hospital municipal, entdo os impostos deverdo ser
aumentados. Qual das frases abaixo é equivalente
a declaracdo do prefeito?

1) Se os impostos aumentaram, entdo mais
médicos foram contratados para o hospital
municipal.

2) Se os impostos ndo aumentaram, entdo nio
foram contratados mais médicos para o hospital
municipal.

3) Se nio foram contratados mais médicos para o
hospital, entdo os impostos ndo foram
aumentados.

Note que a afirmacdo inicial do prefeito ¢ uma
implicacéo:

contratacdo de novos médicos = aumento de
impostos

Observe ainda que outros fatores podem levar ao
aumento de impostos: a contratacdo de novos
professores para a escola municipal ou o
aumento do salario dos funciondrios da
prefeitura pode levar a um aumento de impostos,
mesmo que ndo sejam contratados novos
médicos. Entdo, ndo é correto afirmar que se os
impostos aumentaram, obrigatoriamente novos
médicos foram contratados. Assim, a afirmacéo 1I
néo esta correta.

Da mesma maneira, mesmo que nio tenham sido
contratados novos médicos, os impostos podem
ter subido, devido a outros motivos. Logo, a
afirmacdo 3 também néo esta correta.

Mas uma coisa, porém, € certa: se os impostos ndo
tiveram de ser aumentados, podemos concluir que
néo foram contratados novos médicos (afinal, se
fossem contratados, os impostos subiriam). A
afirmacéo 2 ¢, portanto, equivalente a frase inicial
do prefeito.

Vamos fazer um esquema das conclusoes que
tiramos:

contratacdo de médicos = aumento de impostos

U

ndo aumento de impostos => ndo contratacio

de médicos

Assim, se temos uma afirmacdo a que implica uma
afirmacéo b, isto é equivalente a dizer que néo b
implica ndo a. Veja:

a=b EQUIVALENTE A nio b= nioa

Esse esquema dado acima pode ajuda-lo a decifrar
um argumento, principalmente quando as frases
sdo muito longas ou complexas. Basta transformar
as afirmag¢des em simbolos!
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1. Um analista econémico disse, em uma entrevista a televisdo, que, se os juros internacionais estiverem
elevados, entdo a inflacdo no Brasil crescera. A partir dessa afirmagédo, pode-se concluir que, certamente:

a) se os juros internacionais estiverem baixos, entdo a inflagdo no Brasil diminuira.
b) se a inflacdo no Brasil nido tiver crescido, entdo os juros internacionais estardo baixos.
c) se a inflacdo no Brasil tiver crescido, entdo os juros internacionais estardo elevados.

d) se os juros internacionais ndo forem elevados, entdo a inflagio brasileira caira ou ficara igual.

2. Um quadrilatero ¢ um poligono de 4 lados. A Figura 9 mostra um quadrilatero ABCD. Os segmentos
AC e BD sdo chamados diagonais do quadrilatero. Lembre-se que um retdngulo e um quadrado sio
quadrilateros.

Figura 9

As duas afirmacdes abaixo, sobre quadrilateros, sdo verdadeiras.

e Se um quadrilatero ¢ um quadrado, entdo ele também ¢ um retangulo.

e As diagonais de qualquer retingulo sdo congruentes (isto é, tém a mesma medida).
A partir das informacdes acima, é correto afirmar que:

a) se um quadrilatero tem as diagonais congruentes, entio ele é um quadrado.

b) todo retangulo é também um quadrado.

¢) um quadrilatero que nio é um quadrado nio pode ter as diagonais congruentes.

d) um quadrilatero que ndo tem as diagonais congruentes nio pode ser um quadrado.
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Deducao

Vamos usar o que discutimos sobre argumentagdo
para entender como se organizam as teorias
matematicas, ou seja, como as pessoas conseguem
“descobrir” novos fatos dentro da matematica e
convencer-se de que eles sdo verdadeiros.

Na matematica, assim como no nosso dia a dia,
usamos com muita freqiiéncia o raciocinio
dedutivo. Observe a histdria abaixo para
entender o que chamamos de deducéo:

Note que a menina dona do ursinho sabe quem foi
o autor da brincadeira. Utilizando-se de um
raciocinio dedutivo ela concluiu quem teria
deixado o ursinho do outo lado da margem,
baseando-se em um fato: o menino estd molhado!

Tente lembrar-se de uma situacdo que lhe tenha
ocorrido, em que vocé utilizou a deducéo.

Por que vocé acha

4 30 )

que fui eu quem deixou
seu ursinho do outro lado?

AMN

Figura 10
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Vamos agora, partindo de alguns fatos
matematicos, deduzir um novo fato, que vocé
talvez ja tenha ouvido falar: a soma dos angulos
internos de qualquer tridangulo ¢ sempre igual

a 180°.

I. Fatos iniciais

a) Considere, em um plano, uma reta r e um ponto
P fora de 7, como mostra a Figura 11. Entéo,
existe uma unica reta s, paralela a 7, passando
pelo ponto P.

Ensino Médio

II. Deducdo da propriedade

Vamos considerar um tridngulo ABC qualquer,
cujos angulos internos medem X, y e z, como
mostra a Figura 14.

A

B C
Figura 14

Figura 11

b) Considere, num plano, duas retas paralelas a e
b, como mostra a Figura 12, e uma reta
transversal t. Entdo, os dngulos o e
assinalados na figura sdo congruentes, isto &,
tém medidas iguais.

a
(04
p
b
t
Figura 12

¢) Se um angulo raso (angulo de meia volta) é
dividido em trés angulos, entdo a soma desses
angulos ¢ igual a 180°.

X+y+2z=180

Figura 13
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Pelo fato a, podemos desenhar uma reta 7,
paralela ao lado BC, passando pelo ponto A.

A

B C

Figura 15

Pelo fato b, podemos representar:

B

Figura 16

Finalmente, pelo fato ¢ concluimos que

X +y + z = 180°. Acabamos de deduzir que a
soma dos angulos internos de qualquer tridngulo
¢ sempre igual a 180°. Note que a nossa deducéo ¢
muito parecida com a da menina do ursinho ou
com aquela que usamos no dia-a-dia: partindo de
alguns fatos conhecidos e usando argumentos
logicamente validos, podemos produzir novas
afirmacdes, também verdadeiras. A unica
diferenca ¢ que na matematica sempre deixamos
claros os fatos iniciais que estamos utilizando, o
que no cotidiano nem sempre fazemos.
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[OI Desenvolvendo competéncias

Usando como fato conhecido que a soma dos dngulos internos de qualquer tridngulo vale
180°, deduza quanto vale a soma dos dngulos internos de um quadrildtero.

Sugestdo: utilize a Figura 17 e divida o quadrildtero em dois tridngulos.

A

Figura 17

Vamos observar agora a deducdo de uma
propriedade algébrica. Utilizando a propriedade
distributiva da multiplicacdo, deduza uma
maneira equivalente de escrever o produto

(a+Db).(a-Dh).
Vamos relembrar a propriedade distributiva da

multiplicacdo antes de iniciarmos nossa deducdo.
Desenvolva o produto 2y . (y - 3).

Note que o fator 2y deve ser “distribuido” tanto
ao y quanto ao 3. Assim:

2y . (y-3)=2y.y-2y.3=2y -6y

Voltando a nossa pergunta, vamos desenvolver o
produto (a + b) . (a - b) utilizando a propriedade
distributiva:

(a+b).(a—b)=a.a—9/5+§/5—b.b =a’-b
A4

Note que usamos também a lei do cancelamento
da adi¢do: a.b -a.b = 0. Assim, concluimos que
2 2

(@+b).(@a-b)=a -b.
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E Utilizando a propriedade distributiva da multiplicacdo, deduza uma maneira equivalente
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de escrever o produto (a + b)’.

Sugestdo: Lembre-se de que (a + b)> = (a + b) . (a + b).

Inducio

Observe a seguinte seqiiéncia de figuras:

O O
® ® O

1 2

| NON _

Figura 18

OO0 @

| NON N©
OO0 @O
00O
O OO0

Note que o numero de bolinhas em cada figura vai
aumentando seguindo uma certa lei. De acordo
com essa lei,

a) desenhe a 5¢ figura dessa seqiiéncia.
b) Quantas bolinhas ha na Figura 5?

¢) Responda, sem fazer o desenho, quantas
bolinhas ha na figura 6?

Ao fazer o desenho, vocé deve ter observado que
a 5* figura possui 25 bolinhas.

Em seguida, vocé pdde, sem fazer o desenho, dar
um bom “palpite” sobre o numero de bolinhas
existentes na 62 figura. Para isso, vocé teve de
analisar o comportamento das figuras anteriores.
Observe a Tabela 4 abaixo:

Se o comportamento for mantido, esperaremos
que a 62 figura tenha 6 . 6 = 36 bolinhas. Fazendo
o desenho, vocé pode comprovar que, de fato,
esse ¢ o numero de bolinhas da figura 6 e que
nosso “palpite” estava certo.

0 raciocinio que utilizamos na nossa resposta, sem
fazer o desenho, ¢ um exemplo do que chamamos
raciocinio indutivo. A partir da observacio de
alguns casos particulares, identificamos um
comportamento que se repetia e fizemos uma
conjectura (ou seja, um palpite).

Observe que o raciocinio indutivo, em
matematica, ajuda-nos a “desconfiar” de um
resultado e, por isso, ¢ extremamente importante.

1 x1=1 2 X2=4

3 x3=9 4 X4=16 5 x5=25

Tabela 4
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No entanto, ndo devemos considerar valida uma
conclusdo baseando-nos apenas na inducdo. No
nosso caso, o desenho da 62 figura da Figura 18
poderia nos confirmar a validade de nossa
concluséo.

Esse fato néo tira a importancia do raciocinio
indutivo. E gracas a ele que a maioria das
descobertas em matematica e nas demais ciéncias
foi feita. Normalmente, ¢ da observacido de um
comportamento que se repete em alguns casos
particulares que os cientistas tiram inspiragao

para estudar determinado fenémeno. O raciocinio
dedutivo, depois, serve para confirmar ou nao
aquelas suspeitas.

No nosso caso, poderiamos usar um argumento
geométrico para confirmar o nosso “palpite”: a

62 figura da Figura 18 ¢ um quadrado com 6
bolinhas em cada lado. Sendo assim, possui 6
fileiras com 6 bolinhas cada, ou seja, 6 . 6 = 36
bolinhas. Observe ainda que, com esse argumento,
poderiamos generalizar a nossa conclusio: a
figura n possui n . n = n’ bolinhas.

!OI Desenvolvendo competéncias

E 1. Considere a sequéncia de figuras formadas por bolinhas, representada na figura 18.

Note que, em cada figura, acrescentamos uma nova “camada” de bolinhas, todas da
mesma cor. Assim, a 4°figura, por exemplo, era formada por 4 “camadas” de bolinhas:

1 (laranja) + 3 (brancas) + 5 (laranjas) + 7 (brancas) = 16 bolinhas.

a) Usando a 5° figura, desenhada por vocé, tente, sem efetuar a adicdo, prever o resultado

da soma 1 +3 +5+ 7 + 9.

b) Note que o resultado que vocé obteve no item a é a soma dos 5 primeiros nimeros
impares positivos. Usando esse raciocinio, tente prever o resultado da soma dos 10

primeiros numeros impares positivos.

2. Um restaurante tem mesas retangulares de diferentes tamanhos, para acomodar um
numero diferente de clientes. A Figura 19 mostra os trés menores tipos de mesa e o0
numero de clientes acomodados em cada um deles:

Tipo1 Tipo 2

4 lugares 6 lugares

Figura 19

Tipo 3

8 lugares

Seguindo o mesmo padrdo apresentado na seqiiéncia de figuras acima, o numero de
clientes que podem ser acomodados em uma mesa do tipo 6 é:

a) 12 b) 14 ) 16

d) 18
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Sequiéncias

Os jogos olimpicos, o mais importante evento
esportivo do planeta, ocorrem a cada 4 anos. Os
ultimos jogos olimpicos ocorreram na cidade de
Atenas, no ano de 2004. E possivel sabermos em
quais anos teremos a realizacdo de jogos
olimpicos? Ora, essa ndo ¢ uma pergunta dificil,
ja temos as informagdes necessarias para
respondé-la:

2004, 2008, 2012, 2016, 2020, ...

Os numeros acima formam uma seqiiéncia. Note
que obedecemos uma ordem ao escrevermos esses
numeros. Dizemos que 2004 ¢ o 1° termo da
seqiliéncia, 2008 ¢ o 2° termo, 2012 ¢ o 3° termo
e, assim, sucessivamente. Essa informacéo
normalmente ¢ dada de maneira mais resumida.
Observe:

a, = 2004
a, = 2008
a, = 2012

Quem é, na nossa seqiiéncia, a,? E a,?

A nossa seqiiéncia ¢ formada por numeros, mas
também podemos estudar seqiiéncias de figuras,
objetos, letras ou qualquer outra coisa que
desejarmos.

Note que existe uma lei em nossa seqliéncia, que
nos permite descobrir quais serdo os seus

Ensino Médio

proximos elementos. Nem sempre, porém, isso
ocorre. Imagine que a seqiiéncia (3, 0, 2, 1, 1, 2)
seja o numero de gols que uma equipe marcou
nos 6 primeiros jogos de um campeonato.

E possivel sabermos o proximo elemento dessa
seqiiéncia apenas observando os anteriores?

Neste capitulo, vamos estudar apenas as
seqiliéncias que obedecem alguma lei, permitindo
prever quais serdo seus préoximos elementos. Com
isso, estaremos utilizando tanto o nosso raciocinio
dedutivo quanto o indutivo.

Uma estrada possui telefones de emergéncia a cada
3 quilometros. O primeiro telefone esta colocado no
quilometro 2 da estrada.

a) Determine a localizagdio dos cinco primeiros
telefones de emergéncia.

b) Determine a localizacio do 72° telefone de
emergéncia.

¢) Se a estrada tem uma extensido de 350 km,
quantos telefones de emergéncia ela possui?

a) Observe que, das informacdes do enunciado,
percebemos a existéncia de um padrio regular
na colocacio dos telefones. Assim, partindo do
quildometro 2, basta acrescentarmos 3
quilometros para obtermos a localizacio do
proximo telefone:

+ 3 + 3
77 x>

779

+ 3 + 3

Figura 21
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Entéo, os cinco primeiros telefones de emergéncia
estdo localizados nos quilémetros 2, 5, 8, 11 e 14.
b) E possivel obtermos a localizacdo do 72°

telefone da mesma maneira que fizemos no item
anterior, ou seja, somando 3 quilémetros a

localizagdo de cada telefone para obter a
localiza¢do do seguinte e, assim,
sucessivamente. Deve haver, porém, uma
maneira mais simples, vocé ndo acha? Vamos
tentar estabelecer um padrio:

1 E— 2

2 2+3 5

3 2+3+3 8

4 2+3+3+3 11

5 2+3+3+3+3 14
Tabela 5

Note que temos de efetuar uma série de adicdes,
sempre com a mesma parcela 3. Entdo, podemos

efetuar essa operacdo utilizando a multiplicagéo.
Olhe como fica melhor:

1 2

2 2+1.3 5

3 2+2.3 8

4 2+3.3 11

5 2+4.3 14
Tabela 6

Vocé percebe a relagdo entre o nimero do telefone
e o fator pelo qual devemos multiplicar o 37

Observe que o fator pelo qual multiplicamos o 3 ¢
sempre um a menos do que o numero do telefone

(telefone 5 — 2 + 4 - 3). De maneira semelhante,
para o 72° telefone, teriamos:

telefone 72 — 2 +71-3 =215
Entdo, o 72° telefone estaria no quilometro 215.

c) Para responder a esta pergunta, vamos tentar
generalizar a conclusdo que tiramos no item b.
Lembre-se que o fator pelo qual multiplicamos o
3 ¢ sempre um a menos do que o numero do
telefone. Entdo, vamos considerar um telefone

genérico n. De acordo com a conclusdo acima,
entdo, a sua localizacdo seria:

telefonen -2+ n-1) -3

A expressdo acima ¢ chamada lei de formagéo da
seqliéncia. Note que, a partir dela, ¢ possivel
obtermos a localizagcdo de qualquer telefone,
bastando para isso substituir a variavel n pelo
numero do telefone cuja localizacdo desejamos
saber. Por exemplo, para sabermos a localizag¢do
do 58° telefone, basta fazermos:

telefone 58 — 2 + (58 - 1) - 3 =2 + 57 - 3 = 173,
isto €, o 58¢° telefone esta localizado no
quilometro 173.
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Voltando a nossa pergunta, desejamos saber o
numero do telefone que esta localizado no
quilémetro 350 (seria o ultimo telefone da
estrada). Nesse caso entdo, conhecemos a
localizacdo (350) e queremos obter o valor de n
correspondente. Basta entdo resolvermos esta
equacao:

350=2+(n-1).3

Aplicando a propriedade distributiva, temos:
350=2+3n-3

350-2+3=3n

351 =3n
351

T, =nh
n=117

Portanto, a estrada conta com 117 telefones de
emergéncia.

Ensino Médio

Vocé notou como a lei de formacéo da seqiiéncia
¢ importante? Com ela, podemos obter qualquer

termo da seqiiéncia, bastando para isso substituir
a variavel n pela posicido do termo que queremos

descobrir. Por exemplo, se a lei de formacéo de
uma seqiliéncia é:

a=-4+ an

e desejamos obter os cinco primeiros termos da
seqiiéncia, basta fazermos:

a1=—4+2.°. a, =-2

a,=-4+18 .. a =14

n=1-a=-4+2.1
n=2 - a=-4+2.2
n=3 - a=-4+2.3 .
n=4 - a,=-4+2.4
n=5—>a=-4+2.5

Entéo, os cinco primeiros termos dessa seqiiéncia sdo: -2, 4, 14, 28 e 46.

a=-4+8.. a=4

2 2

-4+32 . a =28

=%}
1l

-4 +50 .. a =46

<8
I
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{0] Desenvolvendo competéncias

1. Se a lei de formagdo de uma seqiiéncia é dada por a = n + n’, entdo o sequndo (a,) e
o quinto (a,) termos dessa seqiiéncia sdo, respectivamente:

a) 6 e 30
b) 16 e 30
c) 6 e 100
d) 16 e 100

2. Uma pessoa, desejando recuperar a forma fisica, elaborou um plano de treinamento que
consistia em caminhar por 20 minutos no primeiro dia, 22 minutos no sequndo dia, 24
minutos no terceiro dia e assim sucessivamente. Uma lei que permite calcular quantos
minutos essa pessoa caminharia no dia n é dada por:

a)20. mn-1) + 2
b) 20. n + 2
c)20+(mn-1).2
d) 20 +n.2
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{OI Conferindo seu conhecimento

1. Ndo, pois em matemdtica ndo podemos concluir que um fato é verdadeiro a partir
apenas da observacdo de alguns exemplos. E possivel que, para algum caso que ndo
analisamos, aquele fato ndo se verifique.

2. Resposta: (c) (note que a alternativa (c) fala de uma possibilidade, “a equipe V pode ser
a camped”, enquanto que a alternativa (a) fala de uma certeza “a equipe V serd a camped”,
o que ndo pode ser afirmado, pois ainda faltam duas rodadas para o término do torneio).

1.6 2.5 3. Resposta: (b)

4. Cinco das oito casas da rua tiveram um aumento de mais de 100 KWh em suas contas
de luz, de marco para abril. Ndo havendo motivo aparente para tal aumento, solicitamos a
visita de um técnico para verificar se hd problemas na rede elétrica da rua.

2]

1. Resposta: (a)

B

1. Resposta: (b) 2. Resposta: (d)
1. Resposta: (b) 2. Resposta: (c)
E 1. Resposta: (b) 2. Resposta: (d)

=]

360° (Note que o quadrildtero pode ser dividido em dois tridngulos. Como a soma dos dngulos
internos de cada tridngulo é 180°, obteremos para o quadrildtero 180° + 180° = 360°).

(a+b)? = (a+b) . (a+b) =a.a+a.b+a.b+b.b=a’+ 2ab + b*

l.a)5.5=25 b) 10. 10 = 100 2. Resposta: (b)
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1. Resposta: (a) 2. Resposta: (c)




Capitulo II — Logica e argumentacdo: da pratica a Matematica

ORIENTACAO FINAL

Para saber se vocé compreendeu bem o que estd apresentado neste capitulo, verifique se estd apto a
demonstrar que ¢ capaz de:

e Identificar e interpretar conceitos e procedimentos matematicos expressos em diferentes formas.
e Utilizar conceitos e procedimentos matematicos para explicar fenémenos ou fatos do cotidiano.

e Utilizar conceitos e procedimentos matematicos para construir formas de raciocinio que permitam
aplicar estratégias para a resolu¢do de problemas.

e Identificar e utilizar conceitos e procedimentos matematicos na construcio de argumentagdo
consistente.

e Reconhecer a adequacio da proposta de acdo soliddria, utilizando conceitos e procedimentos
matematicos.
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